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Àííîòàöèÿ

�àáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåé-

íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷å
êèìè êîý��èöèåíòàìè ïðè

óñëîâèè, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷-

íîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè,

ïîëó÷åíû �îðìóëû ðåøåíèÿ, óñòàíîâëåíû îöåíêè íîðìû ðåøåíèÿ. Â

÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòè îöåíêè ñîâïàäàþò ñ íåðàâåíñòâàìè Êðåéíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ïåðèîäè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, ñèñòåìà

äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà, êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòî-

ìèè, ïðîåêòîð �èññà.
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t
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oe�
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t with the unit 
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le. Theorems on

unique solvability are proved, solution formulas are obtained, and estimates

of the solution norm are established. In parti
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ases, these estimates
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ

ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè:

xn+1 = A(n)xn + fn, n ∈ Z = {0,±1,±2, . . .}. (1.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {A(n)} èìååò ïåðèîä
N , ò. å.

A(n +N) ≡ A(n), n ∈ Z,
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ìàòðèöû A(n) ðàçìåðà m × m, íåâûðîæäåííûå, ïðè ýòîì ñèñòåìû îäíî-

ðîäíûõ óðàâíåíèé

xn+1 = A(n)xn, n ∈ Z, (1.2)

ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íû (ñì. [1℄).

Îñíîâíàÿ öåëü � äîêàçàòåëüñòâî îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì

âèäà (1.1) â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn}, ïîëó÷åíèå
ðàâíîìåðíûõ îöåíîê íîðì ðåøåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ðàç-

íîñòíûõ óðàâíåíèé áûëè íà÷àòû áîëåå ñòà ëåò íàçàä â ðàáîòàõ À.Ïóàíêàðå

è Î.Ïåððîíà. Îäíàêî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà÷àëèñü â 50-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ (ñì., íà-

ïðèìåð, [2, 3, 4℄). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíî áîëüøîå

÷èñëî ðàáîò, èìååòñÿ ðÿä ìîíîãðà�èé ïî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì, â êîòî-

ðûõ èçëîæåíû ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è äèõîòî-

ìèè (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [5�10℄). Á�îëüøàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé ïðîâîäèëàñü

äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è äèõîòîìèè äëÿ íåàâ-

òîíîìíûõ óðàâíåíèé íà÷àëà èçó÷àòüñÿ ïîçäíåå, è ýòî êàñàëîñü â îñíîâíîì

óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè è ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè â

ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [10�16℄). Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìå-

òèì ðàáîòû [14℄, [15℄ è [16℄, â êîòîðûõ áûëè óñòàíîâëåíû íîâûå êðèòåðèè

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé, ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè è

òåîðåìû î âîçìóùåíèè êîý��èöèåíòîâ äëÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ [11℄, [14℄, [15℄ áóäåò óñòàíîâ-

ëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è











xn+1 = A(n)xn + fn, n ∈ Z,

sup
n∈Z

‖xn‖ < ∞,
(1.3)

ïðè óñëîâèè

sup
n∈Z

‖fn‖ = F < ∞. (1.4)

Áóäóò ïîëó÷åíû �îðìóëû ðåøåíèÿ {xn}, à òàêæå îöåíêè íîðì, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ àíàëîãàìè îöåíîê Êðåéíà.

� 2. Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè

Âíà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè äëÿ ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.2).
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Îïðåäåëåíèå [1℄. Ñèñòåìà (1.2) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî äèõî-

òîìè÷íîé, åñëè âñå ïðîñòðàíñòâî Cm
ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ

ïîäïðîñòðàíñòâ C−
, C+

, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

a) äëÿ ðåøåíèé {x−(n)} ñèñòåìû òàêèõ, ÷òî x−(0) ∈ C−
, ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

‖x−(n)‖ ≤ µ1e
−ν1(n−k)‖x−(k)‖, n ≥ k,

µ1, ν1 > 0 � ïîñòîÿííûå;

á) äëÿ ðåøåíèé {x+(n)} ñèñòåìû òàêèõ, ÷òî x+(0) ∈ C+
, ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖x+(n)‖ ≤ µ2e
−ν2(k−n)‖x+(k)‖, n ≤ k,

µ2, ν2 > 0 � ïîñòîÿííûå;

â) âçàèìíûé íàêëîí β > 0 �äâèæóùèõñÿ� ïîäïðîñòðàíñòâ

C−(n) = X(n)C−, C+(n) = X(n)C+, n ∈ Z,

îòäåëåí îò íóëÿ, ò. å.

Sn(C−(n),C+(n)) = inf
x−

n∈C−(n), x+
n∈C+(n),

‖x−

n ‖=1, ‖x+
n ‖=1

‖x−
n + x+

n ‖ ≥ β > 0,

ãäå {X(n)} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû (1.2).

Ïîñòîÿííûå β, νk, µk, k = 1, 2, íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè äèõîòîìèè.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, îíè õàðàêòåðèçóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ðåøåíèé ñèñòåì (1.2) íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò áîëü-

øîé èíòåðåñ. Îäíàêî, çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ, èõ òî÷íîå

íàõîæäåíèå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ

çàäà÷ îáû÷íî ïîëó÷àþò îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèõîòîìèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íûõ ñèñòåì î÷åíü âàæ-

íûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû: 1) êðèòåðèè äèõîòîìèè; 2) íàõîæäåíèå ïðîåê-

òîðîâ P òàêèõ, ÷òî C− = P Cm
, C+ = (I − P )Cm

; 3) íàõîæäåíèå îöåíîê

ïàðàìåòðîâ äèõîòîìèè; 4) òåîðåìû î âîçìóùåíèè è äð.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåì (1.2) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòà-

ìè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ äèõîòîìèÿ ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû

ìîíîäðîìèè íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ S = {τ ∈ C :
|τ | = 1}. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó �îðìóëèðîâêè ñïåêòðàëüíîãî êðè-
òåðèÿ, åãî èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î äèõîòîìèè ïðåäñòàâëÿåò

áîëüøèå òðóäíîñòè â ñâÿçè ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ çàäà÷è î íàõîæäå-

íèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Ïîýòîìó çà÷àñòóþ

èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå êðèòåðèè ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè âîïðîñû íàèáîëåå èçó÷åíû äëÿ ñèñòåì ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [6℄,

[8℄, [17℄) è èìåþùóþñÿ òàì áèáëèîãðà�èþ). Äëÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè çàäà÷è î äèõîòîìèè èçó÷àëèñü

â ðàáîòàõ [15℄, [16℄.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòî-

ìèè ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè,

óñòàíîâëåííûé â ðàáîòå [15℄. Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó ýòîãî êðèòåðèÿ.

Òåîðåìà [15℄. Ïóñòü {X(n)} � ìàòðèöàíò ñèñòåìû (1.2), è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ýðìèòîâû íå îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû C1, C2,..., CN

óäîëåòâîðÿþò óñëîâèþ

N
∑

1

Ck > 0.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2) ÿâëÿëàñü ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòî-

ìè÷íîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ýðìèòîâû ìàòðèöû

H(0), H(1), . . . , H(N − 1) è ìàòðèöà P , ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé

çàäà÷è























































H(l)− A∗(l)H(l + 1)A(l) = (X∗(l))−1P ∗Cl+1P (X(l))−1

−(X∗(l))−1(I − P )∗Cl+1(I − P )(X(l))−1, l = 0, 1, ..., N − 1,

H(0) = H(N) > 0,

H(0) = (I − P )∗H(0)(I − P ) + P ∗H(0)P,

X(N)P = PX(N), P 2 = P.

(2.1)

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êðèòåðèÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíîé äèõîòîìèè äëÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè [1℄, à òàêæå àíàëîãîì êðèòåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý�-

�èöèåíòàìè [14℄.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå î÷åíü âàæíîå óòâåðæäåíèå, èñ-

ïîëüçóÿ êîòîðîå, ìû ïîëó÷èì îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3).

Ñëåäñòâèå [15℄. Åñëè ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.2) ýêñïîíåí-

öèàëüíî äèõîòîìè÷íà, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ýðìèòîâî ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííîå N-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíå-
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íèé Ëÿïóíîâà

H(l)−A∗(l)H(l + 1)A(l) = (X∗(l))−1

(

P ∗X∗(l)X(l)P

−(I − P )∗X∗(l)X(l)(I − P )

)

(X(l))−1, l ∈ Z,

(2.2)

òàêîå, ÷òî

H(0) = P ∗H(0)P + (I − P )∗H(0)(I − P ). (2.3)

�åøåíèå {H(l)} ïðåäñòàâèìî â âèäå

H(l) = (X∗(l))−1

(

∞
∑

j=0

(X∗(N))jP ∗
(

N+l−1
∑

i=l

X∗(i)X(i)
)

P (X(N))j

)

(X(l))−1

+(X∗(l))−1

(

∞
∑

j=1

(X∗(N))−j(I − P )∗
(

N+l−1
∑

i=l

X∗(i)X(i)
)

×(I − P )(X(N))−j

)

(X(l))−1. (2.4)

Â äàëüíåéøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (2.4) áóäåì îáîçíà÷àòü H−(l),
à âòîðîå � H+(l), ò. å. �îðìóëà (2.4) èìååò âèä

H(l) = H−(l) +H+(l), l ∈ Z. (2.5)

� 3. Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.3) â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà

(1.1) èìååò ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû, è äîêàæåì èçâåñòíóþ òåîðåìó îá

îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [17℄). Îäíàêî

ìû ïðåäëîæèì äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííûé íà ñïåöèàëüíîì

âûáîðå íà÷àëüíîãî âåêòîðà x0. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, èñïîëüçóÿ ýòîò

ñïîñîá, ìû äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.3) äëÿ ñèñòåì

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.1) èìååò ïîñòî-

ÿííûå êîý��èöèåíòû, ò. å. A(n) ≡ A, è ñïåêòð íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû

A íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ S = {τ ∈ C : |τ | = 1}. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüííîñòè {fn} çàäà÷à (1.3) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì 3

ñëó÷àÿ:

1) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ τ1, . . . , τm ìàòðèöû A òàêèå, ÷òî

|τj | < 1, j = 1, . . . , m,

ò. å. ñïåêòð ìàòðèöû ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó

B(0, 1) = {τ ∈ C : |τ | < 1}.

2) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ τ1, . . . , τm ìàòðèöû A òàêèå, ÷òî

|τj | > 1, j = 1, . . . , m,

ò. å. ñïåêòð ìàòðèöû ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà B̄(0, 1).
3) ×àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τ1, . . . , τµ ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò

åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1), à ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τµ+1, . . . , τm ëå-

æèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà B̄(0, 1).

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî ñëó÷àÿ íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A

ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñ-

êðåòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

H − A∗HA = C, C = C∗ > 0, (3.1)

èìååò ðåøåíèå H = H∗ > 0 (ñì., íàïðèìåð, [1℄).
Îòìåòèì, ÷òî, èìåÿ ðåøåíèå H = H∗ > 0 óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè C = I,

ìîæíî äîêàçàòü îöåíêó Êðåéíà

‖Ak‖ ≤
√

ν(H)

(

1− 1

‖H‖

)k/2

, k ∈ Z+ = {k = 0, 1, 2, . . .}, (3.2)

ãäå ν(H) = ‖H‖‖H−1‖ � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû H .

�àññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1.1):

x0 = b. (3.3)

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî ÷èñëîâîãî âåêòîðà b = (b1, . . . , bm)
T
çàäà÷à

(1.1), (3.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {xn}.
Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.3) ñóùåñòâóþò îãðàíè-

÷åííûå ðåøåíèÿ {xn} ñèñòåìû (1.1) ïðè n ∈ Z.

Âíà÷àëå ïóñòü n ∈ Z+. Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì âåêòîðå b

ðåøåíèå {xn} çàäà÷è (1.1), (3.3) èìååò âèä

xn = Anb+ An−1f0 + An−2f1 + . . .+ Afn−2 + fn−1, n ∈ Z+. (3.4)
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Ó÷èòûâàÿ ýòó �îðìóëó è óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè (1.4) ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {fn}, èìååì íåðàâåíñòâî

‖xn‖ ≤ ‖An‖‖b‖+ F

n−1
∑

j=0

‖An−j−1‖, n ∈ Z+,

ãäå ‖fj‖ ≤ F . Òîãäà â ñèëó îöåíêè Êðåéíà (3.2) ïîëó÷àåì

‖xn‖ ≤
√

ν(H)

(

1− 1

‖H‖

)n/2

‖b‖+
√

ν(H)F
n−1
∑

j=0

(

1− 1

‖H‖

)(n−j−1)/2

.

À ïîñêîëüêó

q =

(

1− 1

‖H‖

)1/2

< 1,

òî

‖xn‖ ≤
√

ν(H)

(

qn‖b‖+ 1− qn

1− q
F

)

, n ∈ Z+.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî

âåêòîðà x0 = b ðåøåíèå {xn} çàäà÷è (1.1), (3.3) ïðè n ∈ Z+ ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì.

Ïóñòü òåïåðü n ∈ Z− = {−1,−2, . . .}. Âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî n íåòðóäíî ïîëó÷èòü �îðìóëó

xn = An

(

b− f−1 −Af−2 − . . .− A−n−1fn

)

(3.5)

èëè

xn = A−|n|

(

b− f−1 − Af−2 − . . .− A|n|−1f−|n|

)

.

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ �îðìóëó â ñëåäóþùåì âèäå

A|n|xn = b− f−1 − Af−2 − . . .− A|n|−1f−|n|. (3.6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèå äîëæíî áûòü îãðàíè÷åííûì, à òàêæå íåðàâåíñòâî

Êðåéíà (3.2), èìååì

‖A|n|‖ ≤
√

ν(H)

(

1− 1

‖H‖

)|n|/2

→ 0, |n| → ∞.

Íî òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (3.6) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |n| →
∞. Ïîýòîìó íà÷àëüíûé âåêòîð b äîëæåí èìåòü âèä

b = f−1 + Af−2 + A2f−3 + . . . =

0
∑

−∞

A|j|f−|j|−1. (3.7)

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 19-49

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 19-49



Äåìèäåíêî �. Â., Áîíäàðü À.À., �àíæàåâà Ì.Ø. 27

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ b â (3.5), ïðè îòðèöàòåëüíûõ n ïîëó÷àåì

xn =
n
∑

−∞

An−jfj−1. (3.8)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âåêòîð b èç (3.7) â (3.4), ïðè ïîëîæèòåëüíûõ n òàê-

æå ïîëó÷èì �îðìóëó (3.8).

Èòàê, â ïåðâîì ñëó÷àå, åñëè {xn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì

ñèñòåìû (1.1), òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîð â íà÷àëüíîì óñëîâèè (3.3)

èìåë âèä (3.7), à ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû èìåëî

âèä (3.8).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå {xn}, ïðåäñòàâèìîå â âèäå (3.8), ÿâ-

ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.8) ïðè ëþáîì n âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

‖xn‖ ≤
n
∑

−∞

‖An−j‖‖fj−1‖ ≤ F

n
∑

−∞

‖An−j‖.

Îòñþäà â ñèëó îöåíêè Êðåéíà èìååì

‖xn‖ ≤ F
√

ν(H)

n
∑

−∞

(

1− 1

‖H‖

)(n−j)/2

≤ F
√

ν(H)
1

1− q
, n ∈ Z. (3.9)

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ìû ïîëó÷èëè ÿâíóþ �îðìóëó (3.8) îãðà-

íè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1), à ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëü-

íûé âåêòîð x0 = b îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òî ñóùåñòâóåò

òîëüêî îäíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ 1 äîêàçàíà.

�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé.

Âíà÷àëå ïåðåïèøåì äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà (3.1) â ñëåäóþùåì

âèäå

H − (A−1)∗HA−1 = −(A−1)∗CA−1. (3.10)

Ïî óñëîâèþ ñïåêòð ìàòðèöû A ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà B̄(0, 1), ïîýòî-
ìó ñïåêòð ìàòðèöû A−1

ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1). Ñëåäî-
âàòåëüíî, óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà (3.10) ïðè C = C∗ < 0 èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå H = H∗ > 0. Âîçüìåì òåïåðü ìàòðèöó C = C∗ < 0 â âèäå

C = −A∗A,

è ðàññìîòðèì ðåøåíèå Ĥ = Ĥ∗ > 0 óðàâíåíèÿ (3.10). Òîãäà èç îöåíêè

Êðåéíà (3.2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖A−k‖ ≤
√

ν(Ĥ)

(

1− 1

‖Ĥ‖

)k/2

, k ∈ Z+. (3.11)
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Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûì ñëó÷àåì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.11), ìû âû-

ÿñíèì, ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.3) ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå

ðåøåíèÿ {xn} ñèñòåìû (1.1).

Âíà÷àëå ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1) â ñëåäóþùåì âèäå

A−1xn+1 = xn + A−1fn, n ∈ Z. (3.12)

Ïóñòü âíà÷àëå n ∈ Z−. Òîãäà èç (3.12) ïðè n = −1 èìååì

A−1x0 = x−1 + A−1f−1,

ò. å.

x−1 = A−1b− A−1f−1.

Àíàëîãè÷íî ïðè n = −2

x−2 = A−2b− A−2f−1 − A−1f−2.

Âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî n íåòðóäíî ïî-

ëó÷èòü �îðìóëó

xn = A−|n|b− A−|n|f−1 − A−|n|+1f−2 − . . .− A−1fn, n ∈ Z−. (3.13)

Ó÷èòûâàÿ ýòó �îðìóëó è îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn},
èìååì íåðàâåíñòâî

‖xn‖ ≤ ‖A−|n|‖‖b‖+ F

(

‖A−|n|‖+ ‖A−|n|+1‖+ . . .+ ‖A−1‖
)

, n ∈ Z−.

Òîãäà â ñèëó îöåíêè Êðåéíà (3.11) ïîëó÷àåì

‖xn‖ ≤
√

ν(Ĥ)

(

1− 1

‖Ĥ‖

)|n|/2

‖b‖+
√

ν(Ĥ)F

|n|
∑

j=1

(

1− 1

‖Ĥ‖

)(|n|−j+1)/2

.

À ïîñêîëüêó

q̂ =

(

1− 1

‖Ĥ‖

)1/2

< 1,

òî

‖xn‖ ≤
√

ν(Ĥ)

(

q̂|n|‖b‖+ 1

1− q̂
F

)

, n ∈ Z−.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî

âåêòîðà x0 = b ðåøåíèå {xn} çàäà÷è (1.1), (3.3) ïðè n ∈ Z− ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì.
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Ïóñòü òåïåðü n ∈ Z+. Êàê ìû çíàåì, ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì âåêòîðå b

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (3.3) èìååì �îðìóëó (3.4). Ïåðåïèøåì åå â âèäå

xn = An

(

b+ A−1f0 + A−2f1 + . . .+ A−nfn−1

)

.

Îòñþäà

A−nxn = b+ A−1f0 + A−2f1 + . . .+ A−nfn−1. (3.14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèå äîëæíî áûòü îãðàíè÷åííûì, à òàêæå ñâîéñòâî

‖A−n‖ ≤
√

ν(Ĥ)

(

1− 1

‖Ĥ‖

)n/2

→ 0, n → ∞,

êîòîðîå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êðåéíà (3.11), èìååì

‖A−nxn‖ → 0, n → ∞.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü èç (3.14) òàêæå äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê

íóëþ ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíûé âåêòîð b äîëæåí èìåòü âèä

b = −A−1f0 −A−2f1 − . . . = −
∞
∑

j=1

A−jfj−1. (3.15)

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûé âåêòîð â �îðìóëó (3.4), ïðè ïîëîæèòåëüíûõ n ïî-

ëó÷àåì

xn = −
∞
∑

j=n+1

An−jfj−1. (3.16)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âåêòîð b èç (3.15) â (3.13), ïðè ïîëîæèòåëüíûõ n

òàêæå ïîëó÷èì �îðìóëó (3.16).

Èòàê, âî âòîðîì ñëó÷àå, åñëè {xn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì

ñèñòåìû (1.1), òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîð â íà÷àëüíîì óñëîâèè (3.3)

èìåë âèä (3.15), à ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû èìåëî

âèä (3.16).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå {xn}, ïðåäñòàâèìîå â âèäå (3.16) ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.16) ïðè ëþáîì n âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

‖xn‖ ≤
∞
∑

j=n+1

‖An−j‖‖fj−1‖ ≤ F

∞
∑

j=n+1

‖An−j‖.
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Îòñþäà â ñèëó îöåíêè Êðåéíà (3.11) èìååì

‖xn‖ ≤ F

√

ν(Ĥ)
∞
∑

j=n+1

(

1− 1

‖Ĥ‖

)(n−j)/2

≤ F

√

ν(Ĥ)
1

1− q̂
, n ∈ Z. (3.17)

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ìû ïîëó÷èëè ÿâíóþ �îðìóëó (3.16) îãðà-

íè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1), à ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëü-

íûé âåêòîð x0 = b îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òî ñóùåñòâóåò

òîëüêî îäíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ 2 äîêàçàíà.

�àññìîòðèì òåïåðü òðåòèé ñëó÷àé.

Ïóñòü µ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò åäèíè÷íîìó

êðóãó, à (m − µ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèíàäëåæàò âíåøíîñòè åäèíè÷-

íîãî êðóãà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî

T−1AT =

(

A− 0
0 A+

)

,

ãäå A− � ìàòðèöà ðàçìåðà µ × µ, ïðè ýòîì åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò åäè-

íè÷íîìó êðóãó, ò. å.

|τj| < 1, j = 1, . . . , µ,

A+ � ìàòðèöà ðàçìåðà (m−µ)×(m−µ), ïðè ýòîì åå ñïåêòð ïðèíàäëåæèò

âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà, ò. å.

|τk| > 1, k = (µ+ 1), . . . , m.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó T , ìû ñâåäåì èçó÷åíèå çàäà÷è (1.3) ê ðåøåíèþ

äâóõ çàäà÷, êîòîðûå óæå óìååì ðåøàòü.

Äåéñòâèòåëüíî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1.3) â âèäå xn = Tyn. Òî-

ãäà â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû T äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîð-�óíêöèè

yn ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó















yn+1 =

(

A− 0
0 A+

)

yn + T−1fn, n ∈ Z,

sup
n∈Z

‖yn‖ < ∞.

(3.18)

Î÷åâèäíî, çàäà÷è (1.3) è (3.18) ýêâèâàëåíòíûå.

Çàäà÷à (3.18) ðàçáèâàåòñÿ íà äâå çàäà÷è:

y−n+1 = A−y
−
n + h−

n , n ∈ Z,
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sup
n∈Z

‖y−n ‖ < ∞.

è

y+n+1 = A+y
+
n + h+

n , n ∈ Z,

sup
n∈Z

‖y+n ‖ < ∞.

Êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷ ìû óìååì ðåøàòü, ïðè ýòîì èìåþòñÿ ÿâíûå �îð-

ìóëû

y−n =

n
∑

−∞

A
n−j
− h−

j−1, y+n = −
∞
∑

n+1

A
n−j
+ h+

j−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} âåêòîð-�óíêöèé

xn = Tyn = T





y−n

y+n





ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.3), è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà âèäà

‖xn‖ ≤ c F,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n è {fk}.
Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííóþ �îðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è â áîëåå ïðîñòîì âè-

äå, èñïîëüçóÿ ïðîåêòîð P íà ìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî îòíîñèòåëüíî A, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì

â åäèíè÷íîì êðóãå.

Èìååì

xn = T





y−n

y+n



 = T













n
∑

−∞

A
n−j
− h−

j−1

−
∞
∑

n+1

A
n−j
+ h+

j−1













=

n
∑

−∞

T

(

A
n−j
− 0
0 0

)

T−1fj−1 −
∞
∑

n+1

T

(

0 0

0 A
n−j
+

)

T−1fj−1

=
n
∑

−∞

T

(

A
n−j
− 0

0 A
n−j
+

)

T−1T

(

I− 0
0 0

)

T−1fj−1

−
∞
∑

n+1

T

(

A
n−j
− 0

0 A
n−j
+

)

T−1T

(

0 0
0 I+

)

T−1fj−1.
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Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî ïðîåêòîð P ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P = T

(

I− 0
0 0

)

T−1

(ñì., íàïðèìåð, [13℄), ðåøåíèå çàäà÷è (1.3) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå

xn =

n
∑

−∞

An−jT

(

I− 0
0 0

)

T−1fj−1 −
∞
∑

n+1

An−jT

(

0 0
0 I+

)

T−1fj−1

=

n
∑

−∞

An−jPfj−1 −
∞
∑

n+1

An−j(I − P )fj−1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 4. Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè

êîý��èöèåíòàìè

�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (1.1) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè ñ

ïåðèîäîì N > 1. Èñïîëüçóÿ ñõåìó ðàññóæäåíèé èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà-
�à, ìû äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.3).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.2) ýêñïîíåíöè-

àëüíî äèõîòîìè÷íà. Òîãäà äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüííîñòè

{fn} çàäà÷à (1.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîìó êðè-

òåðèþ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ äèõîòîìèÿ ñèñòåìû (1.2) ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî

ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̄ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ

S. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî ðàññìîòðåòü 3 ñëó÷àÿ:

1) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ τ1, . . . , τm ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̄ òàêèå, ÷òî

|τj | < 1, j = 1, . . . , m,

ò. å. ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1).
2) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ τ1, . . . , τm ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̄ òàêèå, ÷òî

|τj | > 1, j = 1, . . . , m,

ò. å. ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà B̄(0, 1).
3) ×àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τ1, . . . , τµ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̄

ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1), à ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

τµ+1, . . . , τm ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà B̄(0, 1).

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 19-49

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 19-49



Äåìèäåíêî �. Â., Áîíäàðü À.À., �àíæàåâà Ì.Ø. 33

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî ñëó÷àÿ íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû

ìîíîäðîìèè X̄ ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

H − X̄∗HX̄ = C, C = C∗ > 0, (4.1)

èìååò ðåøåíèå H = H∗ > 0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, åñëè H = H∗ > 0 �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè C = I, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà Êðåéíà

‖X̄k‖ ≤
√

ν(H)

(

1− 1

‖H‖

)k/2

, k ∈ Z+, (4.2)

ãäå ν(H) = ‖H‖‖H−1‖ � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû H .

Â äàëüíåéøåì ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíå-

íèé (1.1) áóäåì èñïîëüçîâàòü �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé {X(n)},
n ∈ Z, êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíå-

íèÿ

X(n+ 1) = A(n)X(n), n ∈ Z,

X(0) = I.

Òàêóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé ÷àñòî íàçûâàþò ìàòðèöàí-

òîì.

Âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûïèñàòü âñå ìàòðèöû X(n), n ∈
Z+. Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = kN + l, 0 ≤ l ≤ N − 1, òî ïîëó÷èì

X(n) = X(l)X̄k,

ãäå X̄ = A(N − 1)A(N − 2) · · ·A(0) � ìàòðèöà ìîíîäðîìèè.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííîé, ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1),

(3.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xn = X(n)b+X(n)

(

X−1(1)f0 +X−1(2)f1

+ . . .+X−1(n− 1)fn−2 +X−1(n)fn−1

)

, n ∈ Z+. (4.3)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êðåéíà (4.2) è óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè (1.4),

äëÿ ðåøåíèÿ {xn} íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1), (3.3) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì âåê-

òîðå b íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó

‖xn‖ ≤ ‖X(l)‖
√

ν(H)

(

qk‖b‖+ d
1− qk

1− q
F

)

, (4.4)

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 19-49

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 19-49



34 Ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

n = kN + l, k ≥ 1, l ≥ 0,

ãäå

q =

(

1− 1

‖H‖

)1/2

< 1,

d = 1 + ‖X−1(1)‖+ ‖X−1(2)‖+ . . .+ ‖X−1(N − 1)‖.
Ïóñòü òåïåðü n ∈ Z−. Âûâåäåì �îðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (3.3)

ïðè òàêèõ n.

Åñëè n = −1, òî èç ñèñòåìû èìååì

x0 = A(−1)x−1 + f−1.

Îòñþäà

x−1 = A−1(−1)b−A−1(−1)f−1 = A−1(−1)

(

b− f−1

)

.

Åñëè n = −2, òî èìååì

x−1 = A(−2)x−2 + f−2.

Îòñþäà

x−2 = A−1(−2)A−1(−1)

(

b− f−1 − A(−1)f−2

)

.

Âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî n íåòðóäíî

ïîëó÷èòü �îðìóëó

xn = A−1(n)A−1(n+ 1)A−1(n + 2)...A−1(−1)b

−A−1(n)A−1(n + 1)A−1(n+ 2)...A−1(−1)f−1

−A−1(n)A−1(n + 1)A−1(n+ 2)...A−1(−2)f−2 − . . .

−A−1(n)A−1(n+ 1)fn+1 − A−1(n)fn. (4.5)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ ìàòðèöàíòà, èìååì

xn = X(n)

(

b− f−1 − A(−1)f−2 −A(−1)A(−2)f−3

− . . .−A(−1)A(−2)...A(n + 2)fn+1 −A(−1)A(−2)...A(n + 2)A(n+ 1)fn

)

.

Îòñþäà

xn = X(n)

(

b−
−1
∑

k=n

X−1(k + 1)fk

)

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

‖X−1(n)‖ → ∞, n → ∞,

è ðåøåíèå {xn} äîëæíî áûòü îãðàíè÷åííûì, ïîëó÷àåì, ÷òî íà÷àëüíûé

âåêòîð äîëæåí èìåòü âèä

b =
−1
∑

k=−∞

X−1(k + 1)fk.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì �îðìóëó

xn =

n−1
∑

j=−∞

X(n)X−1(j + 1)fj , n ∈ Z−. (4.6)

Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ïðåäñòàâëåííîé â

âèäå (4.6).

Çàïèøåì n ∈ Z− â âèäå

n = kN + l, k ∈ Z−, −N + 1 ≤ l ≤ 0.

Ïóñòü k ≤ −2, òîãäà

X(n) =

(

[A(−1)A(−2) . . . A(−N)][A(N − 1)A(N − 2) . . . A(−2N)]× . . .

×[A((|k|+ 1)N − 1)A((|k|+ 1)N − 2)A(|k|N)]

[A(|k|N − 1) . . .A(|k|N − |l|)]
)−1

.

Ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ìàòðèö A(n), èìååì

A(−1)A(−2) . . . A(−N) = A(N − 1)A(N − 2) . . .A(0) = X̄.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

[A(−1)A(−2) . . . A(−N)][A(N − 1)A(N − 2) . . .A(−2N)]

× · · · × [A((|k|+ 1)N − 1)A((|k|+ 1)N − 2)A(|k|N)] = X̄ |k|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

X(n) =

(

X̄ |k| × [A(−1) . . . A(−|l|)]
)−1

= X−1(l)X̄−|k|. (4.7)
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Ïåðåïèøåì òåïåðü �îðìóëó ðåøåíèÿ (4.6), ó÷èòûâàÿ çàïèñü äëÿ ìàò-

ðèöàíòà ïðè n ∈ Z− â âèäå (4.7). Ïóñòü

j + 1 = pN + q, p ∈ Z−, −N + 1 ≤ q ≤ 0.

Òîãäà

X(n)X−1(j + 1) = X−1(l)X̄−|k|X̄ |p|X(q).

Ó÷èòûâàÿ îöåíêè

‖X(n)X−1(j + 1)‖ ≤ ‖X−1(l)‖‖X̄ |p|−|k|‖‖X(q)‖,

|k| ≤ |p|, −N + 1 ≤ l ≤ 0, −N + 1 ≤ q ≤ 0,

à òàêæå

‖X−1(l)‖ = ‖A(−1)‖‖A(−2)‖ . . . ‖A(l)‖ ≤ α|l|,

‖X(q)‖ = ‖A−1(−|q|)‖‖A−1(−|q|+ 1)‖ . . . ‖A−1(−1)‖ ≤ β |q|,

ãäå

α = max
j=0,...,N−1

‖A(j)‖, β = max
i=0,...,N−1

‖A−1(i)‖,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû ðåøåíèÿ

‖xn‖ ≤ F

k
∑

p=−∞

‖X−1(l)‖‖X̄ |p|−|k|‖
(

‖X(0‖+‖X(−1)‖+ . . .+‖X(−N +1)‖)
)

≤ Fα|l|

(

1 + β + . . .+ βN−1

) k
∑

p=−∞

‖X̄ |p|−|k|‖.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî Êðåéíà è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (1.4), òàêæå êàê

ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè (4.4), ïîëó÷àåì

‖xn‖ ≤ Fα|l|β
N − 1

β − 1

√

ν(H)

1− q
. (4.8)

Èç íåðàâåíñòâ (4.4), (4.8) ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü ïîñòðîåííîãî ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû (1.1), ïðè ýòîì îíî îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì,

ïîñêîëüêó ïðè åãî ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíûé âåêòîð b îïðå-

äåëÿëñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ 1 äîêàçàíà.

�àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèö A(n) çàäà÷ó (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

xn = A−1(n)xn+1 − A−1(n)fn, n ∈ Z, (4.9)
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sup
n∈Z

‖xn‖ < ∞. (4.10)

Ñäåëàåì çàìåíó k = −n, ò. å.

xn = x−k, n ∈ Z,

è ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ {x̂k}, {f̂k} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìàòðèö {Â(k)}:

x̂k = x−k, f̂k = −A−1(−(k + 1))f−(k+1), Â(k) = A−1(−(k + 1)), k ∈ Z.

Òîãäà çàäà÷ó (4.9), (4.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

x̂k+1 = Â(k)x̂k + f̂k, k ∈ Z, (4.11)

sup
k∈Z

‖x̂k‖ < ∞. (4.12)

Â ñèëó óñëîâèé íà ìàòðè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {A(n)} è âåêòîðíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} èìååì

Â(N + k) = Â(k), ‖f̂k‖ ≤ ‖A−1(−(k + 1))‖‖f−(k+1)‖ ≤ βF, k ∈ Z.

Âû÷èñëèì òåïåðü ìàòðèöó ìîíîäðîìèè X̂ äëÿ ñèñòåìû (4.11). Ïî îïðå-

äåëåíèþ èìååì

X̂ = Â(N − 1)Â(N − 2) . . . Â(1)Â(0)

= A−1(−N)A−1(−(N − 1)) . . .A−1(−2)A−1(−1)

= (A(−1)A(−2) . . . A(−(N − 1))A(−N))−1

= (A(N − 1)A(N − 2) . . . A(1)A(0))−1,

ò. å. X̂ = X̄−1
. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà

(τ1)
−1, . . . , (τm)

−1

ïðåäñòàâëÿþò ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̂ . Íî òîãäà âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (4.11) ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî

êðóãà B(0, 1). Ïîýòîìó äëÿ çàäà÷è (4.11), (4.12) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ,

êàê äëÿ çàäà÷è (1.3) â ñëó÷àå 1, äëÿ êîòîðîãî òåîðåìà óæå äîêàçàíà.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ 2, ïðè

ýòîì �îðìóëà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3) áóäåò èìåòü âèä

xn = −
∞
∑

j=n

X(n)X−1(j + 1)fj, n ∈ Z. (4.13)
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�àññìîòðèì òåïåðü òðåòèé ñëó÷àé.

Ïîñêîëüêó ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé τ1, . . . , τµ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

X̄ ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1), à ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
τµ+1, . . . , τm ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà CB(0, 1) = {τ : |τ | > 1}, òî ñó-

ùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöó X̄ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

X̄ = T

(

A− 0
0 A+

)

T−1,

ãäå ñïåêòðû ìàòðèö A− è A+ ïðèíàäëåæàò B(0, 1) è CB(0, 1) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïîýòîìó, ñäåëàâ çàìåíó

{xn} = {Tzn}, Â(n) = T−1A(n)T, gn = T−1fn, b̂ = T−1b,

ñâåä¼ì çàäà÷ó (1.3), (3.3) ê ðàññìîòðåíèþ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è

zn+1 = Â(n)zn + gn, n ∈ Z,

z0 = b̂,

sup
n∈Z

‖zn‖ < ∞.

Ïîâòîðÿÿ òåïåðü àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

1, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ �îðìóëó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3)

xn =
n−1
∑

−∞

X(n)PX−1(j+1)fj−
∞
∑

j=n

X(n)(I−P )X−1(j+1)fj, n ∈ Z, (4.14)

ãäå P � ïðîåêòîð �èññà íà ìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̄ , ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèÿì, ïðèíàäëåæàùèõ åäèíè÷íîìó êðóãó B(0, 1):

P =
1

2πi

∫

S

(λI − X̄)−1 dλ. (4.15)

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3) ñïðà-

âåäëèâû îöåíêè

‖xn‖ ≤ cF, n ∈ Z, (4.16)

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò íîðì ìàòðèö

‖A(0)‖, ‖A(1)‖, . . . ‖A(N − 1)‖, ‖A−1(0)‖, ‖A−1(1)‖, . . . ‖A−1(N − 1)‖.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 19-49

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 19-49



Äåìèäåíêî �. Â., Áîíäàðü À.À., �àíæàåâà Ì.Ø. 39

Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [6℄, [9℄, [11℄,

[13℄), òàêèå îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, ïðè ýòîì êîíñòàíòà c ìîæåò áûòü

äîâîëüíî áîëüøèì ÷èñëîì, ÷òî, âîçìîæíî, áóäåò ïðåäñòàâëÿòü òðóäíîñòè

ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èëè ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷,

êîãäà êîý��èöèåíòû ñèñòåì çàäàþòñÿ íå òî÷íî è èìåþò âîçìóùåíèÿ.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû ïîëó÷èì áîëåå ñèëüíûå îöåíêè íîðìû

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3). Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòè îöåíêè ñîâïàäàþò ñ íåðà-

âåíñòâàìè Êðåéíà.

� 5. Îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íîðìû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3) ìû áóäåì ñóùå-

ñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñëåäñòâèå èç òåîðåìû [15℄ (ñì. ïàðàãðà� 2), â êîòî-

ðîì âûïèñûâàåòñÿ N-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâ-

íåíèé Ëÿïóíîâà (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå (2.3). Ýòî ðåøåíèå {H(l)} ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå (2.4), (2.5):

H(l) = H−(l) +H+(l), l ∈ Z.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû H(l), H−(l), H+(l), â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ïðè-

âîäèì îöåíêè íîðì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè

íåðàâåíñòâ òèïà Êðåéíà (ñì., íàïðèìåð, [1℄, [11℄, [13℄).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.2) ýêñïîíåíöè-

àëüíî äèõîòîìè÷íà, è ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {H(l)} îïðåäåëåíà

â (2.4), (2.5). Îïðåäåëèì ÷èñëà

h = max{‖H(0)‖, ‖H(1)‖, . . . , ‖H(N − 1)‖},

M− = max
l,m=0,...,N

‖H−1(l)‖‖H−(m)‖, M+ = max
l,m=0,...,N

‖H−1(l)‖‖H+(m)‖.

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖xn‖ ≤ h

(

1 +

√

1− 1

h

)

√
M−F + h

(

1 +

√

1 +
1

h

)

√
M+F, n ∈ Z. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (4.14) ðåøåíèå çàäà÷è

(1.3) áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

xn = x−
n + x+

n .

Òîãäà

‖xn‖ ≤ ‖x−
n ‖+ ‖x+

n ‖.
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Ïðîâåäåì îöåíêó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî.

Â ñèëó (4.14) èìååì

‖x−
n ‖ ≤

n−1
∑

−∞

‖X(n)PX−1(j + 1)fj‖ ≤ F

n−1
∑

−∞

‖X(n)PX−1(j + 1)‖, (5.2)

ãäå P � ïðîåêòîð �èññà (4.15). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

An =
n−1
∑

−∞

‖X(n)PX−1(j + 1)‖. (5.3)

Ïåðåïèøåì ýòîò ðÿä â ñëåäóþùåì âèäå

An =

∞
∑

l=0

(

(n−1)−lN
∑

k=(n−1)−(l+1)N+1

‖X(n)PX−1(k + 1)‖
)

=

∞
∑

l=0

An,l, (5.4)

è îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå An,l.

�àññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈H(n)X(n)PX−1(k + 1)v,X(n)PX−1(k + 1)v〉,

ãäå v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî {X(n)} � ìàòðèöàíò ñè-

ñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.2), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {H(l)} ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà (2.2) è P 2 = P ,

P (I − P ) = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

〈H(n)X(n)PX−1(k + 1)v,X(n)PX−1(k + 1)v〉

= 〈H(n)A(n− 1)X(n− 1)PX−1(k + 1)v, A(n− 1)X(n− 1)PX−1(k + 1)v〉

= 〈
(

A∗(n−1)H(n)A(n−1)

)

X(n−1)PX−1(k+1)v,X(n−1)PX−1(k+1)v〉

= 〈H(n− 1)X(n− 1)PX−1(k + 1)v,X(n− 1)PX−1(k + 1)v〉
−〈X(n− 1)PX−1(k + 1)v,X(n− 1)PX−1(k + 1)v〉.

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà

〈H(n− 1)X(n− 1)PX−1(k + 1)v,X(n− 1)PX−1(k + 1)v〉

≤ ‖H(n− 1)‖‖X(n− 1)PX−1(k + 1)v‖2

èìååì

〈H(n)X(n)PX−1(k + 1)v,X(n)PX−1(k + 1)v〉
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≤
(

1− 1

‖H(n− 1)‖

)

〈H(n−1)X(n−1)PX−1(k+1)v,X(n−1)PX−1(k+1)v〉.

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì

〈H(n)X(n)PX−1(k + 1)v,X(n)PX−1(k + 1)v〉

≤
(

1− 1

‖H(k + 1)‖

)

· · ·
(

1− 1

‖H(n− 1)‖

)

×〈H(k + 1)X(k + 1)PX−1(k + 1)v,X(k + 1)PX−1(k + 1)v〉.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P 2 = P , PX̄ = X̄P , â ñèëó �îðìóëû (2.4) íåòðóäíî ïîêà-

çàòü

〈H(j)X(j)PX−1(j)v,X(j)PX−1(j)v〉
= 〈H−(j)X(j)PX−1(j)v,X(j)PX−1(j)v〉 = 〈H−(j)v, v〉,

ïîýòîìó

〈H(n)X(n)PX−1(k + 1)v,X(n)PX−1(k + 1)v〉

≤
(

1− 1

‖H(k + 1)‖

)

· · ·
(

1− 1

‖H(n− 1)‖

)

〈H−(k + 1)v, v〉.

À ïîñêîëüêó âñå ìàòðèöû H(l) ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûìè, òî ïîëó÷àåì îöåíêó

‖X(n)PX−1(k + 1)v‖2

≤
(

1− 1

‖H(k + 1)‖

)

· · ·
(

1− 1

‖H(n− 1)‖

)

‖H−1(n)‖‖H−(k + 1)‖‖v‖2.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà v ñëåäóåò

‖X(n)PX−1(k + 1)‖2

≤
(

1− 1

‖H(k + 1)‖

)

· · ·
(

1− 1

‖H(n− 1)‖

)

‖H−1(n)‖‖H−(k + 1)‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {H(l)} è îïðå-
äåëåíèå ÷èñåë h, M−

, ïîëó÷èì

‖X(n)PX−1(k + 1)‖ ≤
(

1− 1

h

)(n−k−1)/2√
M−, k + 1 ≤ n,
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è îòñþäà

An,j ≤
√
M−

(n−1)−jN
∑

k=(n−1)−(j+1)N+1

(

1− 1

h

)(n−k−1)/2

.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, èç (5.4) ïîëó÷àåì

An =
√
M−

∞
∑

l=0

(

1− 1

h

)l/2

=
√
M−h

(

1 +

√

1− 1

h

)

.

Òîãäà èç (5.2), (5.3) âûòåêàåò îöåíêà íîðìû ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (4.14)

‖x−
n ‖ ≤ F

√
M−h

(

1 +

√

1− 1

h

)

. (5.5)

Ïðîâåäåì òåïåðü îöåíêó íîðìû âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (4.14)

x+
n = −

∞
∑

j=n

X(n)(I − P )X−1(j + 1)fj, n ∈ Z.

Î÷åâèäíî, èìååì

‖x+
n ‖ ≤

∞
∑

j=n

‖X(n)(I − P )X−1(j + 1)fj‖

≤ F

∞
∑

j=n

‖X(n)(I − P )X−1(j + 1)‖. (5.6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Bn =

∞
∑

j=n

‖X(n)(I − P )X−1(j + 1)‖. (5.7)

Ïåðåïèøåì ýòîò ðÿä â ñëåäóþùåì âèäå

Bn =
∞
∑

l=0

(

n+(l+1)N−1
∑

k=n+lN

‖X(n)(I − P )X−1(k + 1)‖
)

=
∞
∑

l=0

Bn,l, (5.8)

è îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå Bn,l.

�àññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉,
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ãäå v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî {X(n)} � ìàòðèöàíò ñè-

ñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1.2), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {H(l)} ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà (2.2) è P 2 = P ,

P (I − P ) = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

= 〈H(n+ 1)A(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v, A(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉
−〈X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

èëè

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉
= 〈H(n+ 1)X(n+ 1)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n+ 1)(I − P )X−1(k + 1)v〉

−‖X(n)(I − P )X−1(k + 1)v‖2.
Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

≤ ‖H(n)‖‖X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉‖2

èìååì

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

≤ 〈H(n+ 1)X(n+ 1)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n+ 1)(I − P )X−1(k + 1)v〉

− 1

‖H(n)‖〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

èëè

(

1 +
1

‖H(n)‖

)

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

≤ 〈H(n+ 1)X(n+ 1)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n+ 1)(I − P )X−1(k + 1)v〉.
Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì

(

1 +
1

‖H(n)‖

)

· · ·
(

1 +
1

‖H(k)‖

)

×〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉
≤ 〈H(k + 1)X(k + 1)(I − P )X−1(k + 1)v,X(k + 1)(I − P )X−1(k + 1)v〉.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P 2 = P , PX̄ = X̄P , â ñèëó �îðìóëû (2.4) ìîæíî ïîêàçàòü

〈H(j)X(j)(I − P )X−1(j)v,X(j)(I − P )X−1(j)v〉

= 〈H+(j)X(j)(I − P )X−1(j)v,X(j)(I − P )X−1(j)v〉 = 〈H+(j)v, v〉.
Òîãäà áóäåì èìåòü

〈H(n)X(n)(I − P )X−1(k + 1)v,X(n)(I − P )X−1(k + 1)v〉

≤
(

1 +
1

‖H(n)‖

)−1

· · ·
(

1 +
1

‖H(k)‖

)−1

〈H+(k + 1)v, v〉.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

‖X(n)(I − P )X−1(k + 1)v‖2

≤
(

1 +
1

‖H(n)‖

)−1

· · ·
(

1 +
1

‖H(k)‖

)−1

‖H−1(n)‖‖H+(k + 1)‖‖v‖2.

Ïîýòîìó â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà v èìååì

‖X(n)(I − P )X−1(k + 1)‖2

≤
(

1 +
1

‖H(n)‖

)−1

· · ·
(

1 +
1

‖H(k)‖

)−1

‖H−1(n)‖‖H+(k + 1)‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàåëüíîñòè {H(l)} è îïðå-
äåëåíèÿ ÷èñåë h, M+

, ïîëó÷àåì

‖X(n)(I − P )X−1(k + 1)‖ ≤
(

1 +
1

h

)−(n−k−1)/2√
M+

è îòñþäà

Bn,j ≤
√
M+

n+(l+1)N−1
∑

n+lN

(

1 +
1

h

)−(n−k−1)/2

.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, èç (5.8) ïîëó÷àåì

Bn ≤
√
M+h

(

1 +

√

1 +
1

h

)

.

Òîãäà èç (5.6), (5.7) áóäåì èìåòü

‖x+
n ‖ ≤ F

√
M+h

(

1 +

√

1 +
1

h

)

.
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Ó÷èòûâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî è (5.5), ïîëó÷èì (5.1).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåðû àíàëîãîâ íåðàâåíñòâ òèïà Êðåéíà.

I. �àññìîòðèì çàäà÷ó âèäà (1.3) äëÿ ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-

öèåíòàìè A(n) = A. Ïóñòü ñïåêòð ìàòðèöû A ëåæèò â åäèíè÷íîì êðóãå

B(0, 1). Òîãäà äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

H − A∗HA = I

èìååò åäèíñòâåííîå ýðìèòîâî ðåøåíèå H = H∗ > 0. Ïîýòîìó èç íåðàâåí-

ñòâà Êðåéíà âûòåêàåò îöåíêà äëÿ íîðìû ðåøåíèÿ {xn}:

‖xn‖ ≤ ν(H)‖H‖
(

1 +

√

1− 1

‖H‖

)

F, n ∈ Z.

Ýòà îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé èç òåîðåìû 3.

II. �àññìîòðèì çàäà÷ó (1.3) äëÿ ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöè-

åíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X̄ ëåæèò â åäè-

íè÷íîì êðóãå B(0, 1). Ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [11℄, êðàåâàÿ çàäà÷à

äëÿ ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà

H(l)− A∗(l)H(l + 1)A(l) = I, l = 0, 1, ..., N − 1,

H(0) = H(N) > 0,

èìååò åäèíñòâåííîå ýðìèòîâî ðåøåíèå {H(l)}. Òîãäà èç àíàëîãà íåðàâåí-
ñòâà Êðåéíà, ïîëó÷åííîãî â óêàçàííîé ðàáîòå, âûòåêàåò îöåíêà äëÿ íîðìû

ðåøåíèÿ {xn}:

‖xn‖ ≤ ν(H)h

(

1 +

√

1− 1

h

)

F, n ∈ Z.

Ýòà îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé èç òåîðåìû 3.
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